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CAPÍTULO 5 
U na visión categórica 
En este capítulo estudiamos algunas de las construcciones realizadas en 
los capítulos anteriores desde el punto de vista de la teoría de categorías. 
En la primera parte estudiamos el funtor de U0 -nil-compactación y en la 
segunda parte revisamos algunas adjunciones encontradas al considerar como 
conjuntos ordenados, el espectro de un anillo y el espectro de una de sus 
I -extensiones. 
5.1. El funtor de U0 -nil-compactación. 
En esta sección vamos a retomar las nil-compactaciones estudiadas en el 
Capítulo 3 definiendo un nuevo funtor; no fijaremos el anillo para definir el 
funtor a partir de sus I -extensiones unitarias como se hizo allí, sino que 
vamos a considerar una sub-categoría de A, restringiendo apropiadamente 
los morfismos, y solamente consideramos la I -extensión obtenida para cada 
anillo a través de la adjunción de unidad con el funtor U0 . Obtendremos de 
esta manera el funtor de U0 -nil-compactación y algunas transformaciones 
naturales. 
En primer lugar recordemos que para cada anillo A podemos construir el 
anillo unitario U0 (A) , el cual satisface la propiedad universal mencionada en 
la Proposición 1.13. Gracias a dicha propiedad, lo que tenemos es un funtor U0 
87 
88 CAPÍTULO 5. UNA VISIÓN CATEGÓRICA 
definido de la categoría de los anillos en la categoría de los anillos unitarios, 
que resulta definido en morfismos de la siguiente manera: si h : A ---+ B 
es un homomorfismo de anillos entonces U0 (h) : U0 (A) ---+ U0 (B) es un 
homomorfismo de anillos unitarios definido por 
U0 (h) (a, a)= (h (a), a). 
Además, este homomorfismo es el único que hace el siguiente diagrama con-
mutativo. 
A -------'-2 A_:____,_ U o (A) 
h 1 Uo(h) 
~ 
B--2B _ _,..Uu(B) 
A partir de ahora, vamos a restringir el funtor U0 a la categoría As de los 
anillos con modismos los homomorfismos sobreyectivos. Recordemos que es-
tos homomorfismos sobreyectivos son propios. Puesto que U0 es inyectivo en 
objetos y es un funtor fiel, tenemos que la imagen de As por este funtor es 
una subcategoría C0 , de la categoría de los anillos con unidad. Si conside-
ramos \[! = ( 1/JA) AEOb(As) , donde 1,/J A fue definida para cada anillo A en el 
Teorema 2.1, entonces podemos mencionar el siguiente resultado. 
Teorema 5.1. \[! es una transformación natural del Juntar Spec en el Juntar 
Spec o U0 . 
Demostración. Debemos probar que para cada modismo h : A ---+ B de la 
categoría As, se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo. 
Spec(A) 1/JA Spec(U0 (A)) 
1 
Spec(h) 1 Spec(U0 (h)) 
1 1/JB Spec(B) Spec(Uu(B)) 
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Es decir, debemos ver que para cada I E Sper: (B) se tiene que: 
Spec (Uo (h)) (1/JB (!)) = 1/JA (Spec (h) (!)). 
En primer lugar notemos que Spec (U0 (h)) (l/JB ( T)) = U0 (h)-1 (l/JB ( T)) y que 
·l/JA (Spec (h) (!)) = l/JA (h-1 (!)). 
(a, a) E Spcc (U0 (h)) (1/JB (!))significa que (h (a), a)= U0 (h) (a, a) E 1/JB (I), 
es decir, h (a) b + ab E I, para cada b E B. Puesto que h es sobreyectivo, 
de manera equivalente obtenemos que h (a.:c + a.:c) = h (a) h (.:e)+ ah (.:e) E I 
para cada .:e E A, es decir, a.:c+a.:c E h-1 (I), para cada .:e E A y esto significa 
que (a, a) E 1/JA (Spec (h) (!)). D 
A continuación vamos a definir un funtor L de la categoría C0 en la cate-
goría de los anillos unitarios. Para cada anillo A, se tiene que U0 (A) es un 
objeto en la categoría C0 y definimos L (U0 (A)) = U0 (A) /1/JA (N (A)). El 
siguiente diagrama nos ilustra las construcciones realizadas. 
A U0 (A) Uo(A) /1/J A (N( A)) 
hl ' 1 L(Uo(h)) Uo(h) 1 ¡ t 
B Uo(B) U o( B) /1/JB (N( B)) 
Proposición 5.2. Si h : A ---t B es un homomorfismo sobreyectivo de anillos, 
entonces TJ (U0 (h)): U0 (A) /l/JA (N (A)) ---t U0 (R) /l/JB (N (R)) definido por 
L (U0 (h)) ((a, a)+ 1/JA (N (A)))= U0 (h) (a, a)+ 1/JB (N (B)), 
es un homomorfismo de anillos unitarios. 
Demostración. Puesto que U0 ( h) es un homomorfismo de anillos unitarios, 
basta ver que TJ ( U0 ( h)) está bien definida. 
Sea (a, a) E 1/JA (N (A)), es decir, a.:c + a.:c E N (A) para cada .:e E A. 
Para cada bE B se tiene que h (a) b + ab = h (a) h (.:e)+ ah (.:e) para algún 
:r: E A, porque h es sobre. Así, h (a) h (:r:) +ah (.7:) = h (a..T + a.T) E N (B) 
puesto que h (N (A)) S: N (B), es decir, h (a) b +abE N (B). Por lo tanto, 
U0 (h) (a, a)= (h (a), a) E 1/JB (N (B)). D 
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Corolario 5.3. L es un juntar covariante de la categoría C0 en la categoría 
de los anillos unitarios. 
Como consecuencia de lo anterior podemos definir el funtor G = Spec o 
Lo U0 , un funtor contravariante de la categoría As de los anillos con homo-
morfismos sobreyectivos, en la categoría Top. 
Proposición 5.4. Sea h: A ---t B un homomorfismo sobreyectivo de anillos. 
Si 1 /1/JB (N (E)) es un ideal primo de U0 (E) /1/JB (N (E)), entonces 
G (h) (1 /1/JB (N (B))) = (Spec (U0 (h)) (1)) /1/JA (N (A)). 
Demostración. De la demostración de la proposición anterior tenemos que 
U0 (h) (1/JA (N (A))) ~ tPB (N (E)). Como 1 contiene a tPB (N (E)) obtene-
mos que U0 (h)-1 (1) contiene a 1/JA (N (A)). Por otra parte notemos que 
G (h) (1/1/JB (N (E)))= L (U0 (h))-1 (1/1/JB (N (B))). 
(a, a)+ 1/JA (N (A)) E G (h) (1/1/JB (N (E))) significa que 
L (U0 (h)) ((a, a)+ 1/JA (N (A))) E 1/1/JB (N (E)), es decir, 
U0 (h) (a, a)+ 1/JB (N (B)) E 1/1/JB (N (B)). Esto es equivalente a que 
U0 (h) (a, a) E 1, es decir, (a, a) E U0 (h)-1 (1) de modo que 
(a, a)+ tPA (N (A)) E Uo (h)-1 (1) /t/JA (N (A)). D 
De lo desarrollado en el Capítulo 3 a partir del Teorema 3.5, sabemos 
que Spec (A) es un sub-espacio de Spec (U0 (A) /1/JA (N (A))) a través de la 
función que en este capítulo notaremos fA y que está definida por fA ( I) = 
1/JA (I) /1/JA (N (A)), para cada I E Spec (A). 
Teorema 5.5. f = (j A) AEOb(As) es una transformación natural del juntar 
Spec en el juntar G. 
Demostración. Debemos probar que para cada morfismo h : A ---t E de la 
categoría As, se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo. 
Spec( A )-~JA~Spec(U0 ( A )/t/JA( N( A))) 
~ t 
Spec(h) G(h) 
Spec( E) -"--=f B'------'-Spec( U o (E)/ 1/J B (N (E))) 
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Es decir, debemos ver que para cada I E Spec (D) se tiene que: 
G (h) (JB (I)) =fA (Spec (h) (I)). 
Por una parte, G (h) (JB (J)) = G (h) (7/JB (I) /7/JB (N (B))). 
Ahora, 
fA (Spec (h) (I)) = 7/JA (Spec (h) (I)) /1/JA (N (A)) 
= (Spec (Uo (h)) (1jJB (J))) hiJA (N (A)), 
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donde esta última igualdad se tiene por el Teorema 5.1. Por último, la igual-
dad entre G (h) (7/JB (!) /7/JB (N (B))) y G (h) (1/JB (!) /1/JB (N (B))) es conse-
cuencia de la proposición anterior. D 
Finalmente, notemos que el funtor G construido en esta sección es el 
funtor de U0 -nil-compactación. 
5.2. Algunas adjunciones encontradas. 
Para cada anillo S, notaremos I (S) al conjunto de sus ideales. Es claro 
que esta colección está ordenada por la relación de inclusión. 
Sea R una I -extensión de S. Como consecuencia del Teorema 2.1 se 
define la función 7/JR : I (S) ---+ I ( R) por I M 7/JR (I) = {a E R: aS~ I}. 
Por otra parte, como la intersección de ideales es de nuevo un ideal, se define 
la función r.p R : I ( R) ---+ I (S) por J M r.p R ( J) = J n S. A estas funciones las 
notaremos simplemente como r.p y 7/J, cuando no haya lugar a confusión. En 
la categoría de los conjuntos ordenados ha sido usual estudiar los pares de 
morfismos adjuntos, de modo que haremos el estudio correspondiente para 
las funciones r.p y 1,/J. En la primera parte estudiamos algunas propiedades 
de estos morfismos y vemos que no son un par adjunto. Luego mostramos 
que al restringir las colecciones de ideales a colecciones apropiadas de ideales 
primos, los morfismos son isomorfismos inversos entre sí. 
Al considerar los morfismos mencionados en el caso particular de los ani-
llos seudo-regulares, obtenemos que ellos conforman un par adjunto. Por otra 
parte, si no restringimos la colección de anillos considerados, sino que restrin-
gimos apropiadamente las colecciones de ideales, también podemos obtener 
nuevos pares adjuntos. Finalmente, presentamos otra adjunción encontrada 
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durante el desarrollo de este trabajo, pero no a partir de los modismos defini-
dos inicialmente, sino entre un par de morfismos definidos entre la colección 
de ideales de un anillo conmutativo y la topología de Zariski definida sobre 
su espectro primo. 
5. 2 .l. Algunas propiedades de las funciones :.p y 1/J. 
En primer lugar vamos a probar que las funciones y y 1/J son morfismos de 
conjuntos ordenados, resultados que se mencionaron sin demostración en el 
Capítulo 2. Además, veremos que en general, estos morfismos no son adjuntos 
entre sí. 
Proposición 5.6. Sean J, K E I ( R) . Si J <:;;;; K entonces y ( J) <:;;;; y (K) . 
Demostración. Sea a E p (J), es decir, a E JnS. Luego, a E Kn5', es decir, 
a E zp (K). D 
Proposición 5. 7. Sean H, 1 E I (S) . Si H <:;;;; 1 entonces 1/J ( H) <:;;;; 1/J ( 1) . 
Demostración. Sea a E 1/J ( H), es decir, aS <:;;;; H. Así, aS <:;;;; T y por lo tanto, 
aE·ljJ(T). D 
Algunas propiedades de 1jJ son: 
l. 1/J ( n 1z) = n 1/J (11) . 
lEL lEL 
Demostración. a E ljJ ( n 11) es equivalente a que aS' <:;;;; n ]¡, es decir, 
lEL lEL 
a.S <:;;;; 1z para cada 7 E L. Así, a. E VJ (Iz) para cada l E L de lo cual se 
obtiene equivalentemente que a E n 1/J (11) . D 
lEL 
2. 1/J (h + h) -;)_ 1/J (h) + 1/J (h). 
Demostración. h <:;;;; h + h e h <:;;;; h + h, de modo que por la Propo-
sición 5.7 se tiene que 1/J (h) <:;;;; 1/J (h + h) y 1/J (12 ) <:;;;; 1/J (h + h). Por 
lo tanto, 1/J (11) + 1/J (h) <:;;;; 1/J (11 + h). D 
3. r (1/J (J)) <:;;;; 1/J (r (!)),donde r (1) = {x E S: xn E I, para algún n >O}. 
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Demostración. Si a E r (1/; (J)) se tiene que a k E ·1/J (J) , para algún 
k> O. Así, akS S: 1, para algún k:> O, es decir, (a..'-l = aksk E 1, para 
todo .s E S, para algún k > O. Luego, as E r (!) , para todo .s E S, es 
decir, aS s;::; r (!) y a E 1/J ( r (J)) . D 
Ejemplo 5.8. Notemos que en general ljJ ( 11 12 ) 1:- ljJ ( 11 ) ljJ ( 12 ). Considere-
mos R = Z y S = 2Z. 
1/J ( 6Z) = {z E Z : z2Z S: 6Z} = 3Z. 
1/J (8Z) = { z E Z : z2Z S: 8Z} = 4Z. 
1/J (481::) = {z E Z: z2Z S: 481::} = 24Z. 
1/J (6Z.8Z) = 1/J (48Z) = 24Z ~ 12Z = 3Z.4Z = 1/J (6Z) .1/J (8Z). 
Estudiemos ahora las relaciones que existen entre estos dos modismos de 
conjuntos ordenados. 
Proposición 5.9. Para cada 1 ideal de S, se tiene que 1 S: rp (1jJ (1)) . 
Demostración. Sea a E J. Se tiene que aS s;::; I y a E S, de modo que 
a E 1/J (!) y a E 8. Luego, a E 1/J (!) n S, es decir, a E rp (¡JJ (J)). D 
El siguiente ejemplo nos muestra que, en general esta inclusión es estricta. 
Ejemplo 5.10. Consideremos R = Z, S= 2Z e 1 = 4Z. 
Se tiene que 4Z ~rp ( 1/J (4Z)) = rp ( { z E Z: z2Z S:4Z}) = rp (2Z) = 2Z. 
Proposición 5.11. Para cada ideal J de R, se tiene que J s;::; 1/J (rp (J)). 
Demostración. Sea b E J. Se tiene que bS C S y bS S: J, de modo que 
bS S: J n S = rp ( J) . Luego, b E 1/J ( rp ( J)) . D 
En general, esta inclusión también es estricta, como se aprecia a conti-
nuación. 
Ejemplo 5.12. Consideremos R = Z, S = 4Z y J = 2Z. Se observa que 
2Z ~ 1/J (rp (2Z)) = 1/J (2Zn4Z) = 1/J (4Z) = {z E Z: z4Z S:4Z} = Z. 
La situación que se presenta en este ejemplo se puede resumir en la si-
guiente proposición. 
Proposición 5.13. Si J es un ideal propio de R que contiene a 8 entonces 
Jf-ljJ (rp (J)). 
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Demostración. Basta ver que 1/J ( rp ( J)) = R. a E ·1/J ( rp ( J)) si y sólo si aS ~ 
rp ( J) = J n S, es decir, aS ~ 5'. De manera equivalente, a E R. D 
Por lo mencionado anteriormente observamos que en general, los morfis-
mos rp y 1/J no son adjuntos entre sí. 
5.2.2. Un isomorfismo. 
En esta parte consideramos un caso particular donde los morfismos rp y ljJ 
resultan isomorfismos recíprocos entre sí, cuando reducimos apropiadamente 
las colecciones de ideales a ciertas subcolecciones de ideales primos. 
De las Proposiciones 5. 6 y 5. 7 sabemos que los morfismos rp y 1/J son 
morfismos de conjuntos ordenados. Recordemos que 
Spccs (R) = {1 E Spcc (R) :SÍ 1}, 
de modo que por el Teorema 2.3 se obtiene el siguiente resultado. 
Teorema 5.14. Si R es una !-extensión de S, entonces rp : Specs (R) ---t 
Spec (S) definido por rp ( J) = J n S, es un isomorfismo de conjuntos ordena-
dos con inverso 1/J, definido por ljJ (I) = {a E R : aS ~ I}. 
Demostración. Sólo incluiremos la prueba de los detalles que, por su sencillez, 
fueron omitidos en la demostración del Teorema 2.3. 
• rp está bien definida: Sea J un ideal primo de R que no contiene a 5'. 
entonces rp ( J) es un ideal propio de 5'. 
Sean a, b E S. Si ab E rp ( J) entonces ab E J, pero como J es un ideal 
primo de R, se concluye que a E J ó b E J y por lo tanto, a E rp ( J) ó 
bE rp ( 1). 
• Sea J E Specs ( R) . 1/J ( :p ( J)) = J : Por la Proposición 5.11, basta 
probar que 1/J ( rp ( J)) ~ J. Consideremos y E S - rp ( J) , de modo que 
y tj. J. Si a E ljJ ( rp ( J)) entonces aS ~ rp ( J) . En particular, ay E rp ( J) , 
de lo cual ay E J. Por lo tanto, a E J. 
• Sea I E Spec (S). rp (-¡JJ (!)) = I : Por la Proposición 5.9, basta ver 
que rp ( 1jJ (I)) ~ J. Tomemos y E S - I y a E rp ( 1,b (I)) . Se tiene que 
a E 1/J (I), es decir, aS ~ J. En particular, ay E I lo cual implica que 
a E J. D 
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En [12] se prueban los teoremas de Cohen-Seidenberg ("going-up" and 
"going-down") concernientes a ideales primos en extensiones enteras. Pode-
mos notar que en este contexto de !-extensiones, se satisfacen propiedades 
análogas a las de "going-up" y "going-down". Mencionaremos la versión corres-
pondiente a "going-up". Para "going down"basta con invertir las inclusiones 
en el enunciado de la siguiente proposición. 
Proposición 5.15 (Going-up property.). Sea R una !-extensión de S. Si 
11 , h son ideales primos de S tales que 11 S:: h y 11 es un ideal primo de R 
tal que rp ( 11 ) = 11 , entonces existe 12 , ideal primo de R, tal que 11 S:: 12 y 
rp (12) = 12. 
Demostración. Puesto que h S:: h, por la Proposición 5.7 se tiene que 
·t/J (!1 ) S:: tjJ (!2 ). Por el isomorfismo mencionado en el teorema anterior se 
tiene que 11 = tjJ ( rp (JI)) = ·1/J (!1 ) S:: 1/J (!2 ) . Es suficiente considerar que 
12 = 1/J (h), ya que 1/J (h) es un ideal primo de R y rp (12 ) = rp (V; (h)) 
h. D 
5.2.3. Anillos seudo-regulares. 
Vamos a retomar el estudio de los anillos seudo-regulares que fueron defi-
nidos en la Sección 2.4 del Capítulo 2. Veremos que al restringir la colección 
de anillos considerados a los anillos seudo-regulares, se obtiene una adjunción 
entre los morfismos rp y '1/J, definidos entre las colecciones de todos los ideales 
de un anillo y una de sus I -extensiones. 
Teorema 5.16. Para cada !-extensión R de S, las siguientes afirmaciones 
son equivalentes: 
1. El anillo S es seudo-regular. 
2. épR ('1/JR (!)) = I, para todo I ideal de 8. 
3. tpR es adjunta a izquierda de '1/JR· 
Demostración. 1 =? 2 :Por la Proposición 5.9 basta probar que PR (t/JR (I)) S:: 
I. Sea b E rp R (1/; R (I)) , es decir, b E '1/J R (I) n S. Así, bS S:: I y b E S, de modo 
que bE bS S:: J. Por lo tanto, bE J. 
2 =? 1 : Supongamos que S no es seudo-regular, es decir, existe a E S tal 
que a tj. aS. Claramente aS es un ideal de 8. Como aS S:: aS y a E S, 
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entonces a E 1/J R (aS) n S, de modo que a E rp R ( 1/J R (aS)) . Por lo tanto, 
rp R ( 1jJ R (aS)) ~ aS. 
2 ::::} 3 : Como !fR y 1/JR son modismos de conjuntos ordenados tales que 
rp R ( 1/J R ( I)) = I, para todo ideal I de S y J ~ 1/J ( rp ( J)) , para todo ideal J 
de R entonces, !fR es adjunta a izquierda de 1/JR-
3 ::::} 2 : Como rp R es adjunta a izquierda de 1/J R entonces rp R ( 1/J R (I)) ~ I, 
para todo I ideal de S. Por la Proposición 5. 9 se t iene que rp R ( 1/J R (I)) :2 I, 
para cada ideal 1 de S. Luego, !fR (1jJR (!)) = 1, para todo 1 ideal de S. D 
Corolario 5.17. Si el ideal 8 del anillo R, es un anillo seudo-regular enton-
ces 
1. p respeta extremos superiores y 1jJ respeta extremos inferiores. 
2. :.p : I m?/J ----+ I mrp es un isomofismo de conjuntos ordenados, donde 
I mrp = I (S) : el conjunto de puntos fijos de rp o ·z/J. 
3. 1/J ({O}) es el mínimo de 1m?jJ. 
4. Si J es un ideal propio de R que contiene a S, entonces J r:j. Im'lj;. 
5. Specs (R) U {R} ~ Im?/J = {J E I(R): J = 1/J (rp (J))}. 
Por otra parte, notemos que podemos considerar al anillo S como una 
!-extensión de sí mismo, lo cual nos permite establecer otra caracterización 
de los anillos seudo-regulares en los términos del siguiente teorema. 
Teorema 5.18. Son equivalentes: 
1. S es seudo-regular. 
2. 1/Js (I) = I, para cada ideal I de S. 
Demostración. 1 ::::} 2 : Por el Teorema 5.16, se tiene que para cada ideal 1 
de S, I = rps ( 1/Js (I)) = z/Js (I) n S= 1/Js (I) . 
2 ::::} 1 : Sea a E S. Puesto que aS es un ideal de S, entonces 1/Js (aS) = aS. 
Por otra parte, es claro que a E z/Js (aS) = { x E S : xS ~ aS} , de modo que 
a E aS y S es seudo-regular. D 
Ejemplo 5.19. Consideremos S= 42::. 
Obsérvese que 1/Js (242::) = {a E 4Z: a4Z ~ 242::} = 122:: y 4Z no es seudo-
regular. 
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A continuación mencionamos algunas propiedades de los anillos seudo-
regulares. En primer lugar, la colección de anillos seudo-regulares es estable 
para productos arbitrarios como se muestra en la siguiente proposición. 
Proposición 5.20. Si los anillos Rt, t E T , son seudo-regulares, entonces 
R = f1 Rt es seudo-regular. 
tET 
Demostración. Sea (at) E R. Como Rt es seudo-regular, existe bt E Rt tal 
que Ot = n.tht, para cada t E T. Por lo tanto, (bt) E R es tal que (at) 
( at) (bt) . D 
La siguiente proposición nos muestra que la colección de anillos seudo-
regulares es estable por cocientes. 
Proposición 5.21. Si R es un anillo seudo-regular e 1 es un ideal de R, 
entonces Rj 1 es seudo-regular. 
Demostración. Sea a + 1 E Rj J. Existe b E R tal que a 
a+ I =(a+ 1) (b + 1) y Rj I es seudo-regular. 
ab, entonces 
D 
Para las T -extensiones de anillos seudo-regulares tenemos una versión 
similar de la propiedad "going-up" mencionada en la Proposición 5.15 para 
anillos arbitrarios e ideales primos, pero que en este caso, se puede extender 
para ideales arbitrarios. 
Proposición 5.22. Sean S un anillo-seudo regular y R una !-extensión de 
S. Si h, 12 son ideales de S tales que h <;: h y 1I es un ideal de R tal que 
:p (JI)= TI, entonces existe 12, ideal de R, tal que 1I <;: 12 y :p (12) = 12 . 
Demostración. Como JI <;: h, por la Proposición 5.7 se tiene que 1/J (JI) <;: 
1/J (h). Por la Proposición 5.11 se tiene que 1I <;: 1/J (:p (JI))= 1/J (JI)<;: ·l/J (h). 
1/J (12 ) es un ideal de R y como S es seudo-regular se tiene que :p ( 1/J (12 )) = 12 ; 
basta tomar 12 = ljJ (h). D 
5.2.4. Restricción de las colecciones de ideales. 
En esta sección nos proponemos lograr una adjunción entre :p y ljJ, ya 
no imponiendo condiciones sobre el anillo S, sino sobre sus ideales . Con este 
objetivo en mente y teniendo en cuenta los resultados de la primera parte, 
surgen las nociones de ideal 2-débilmente primo y de ideal seudo-primo. 
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Ideales 2-débilmente primos. 
Establecemos la noción de ideal 2-débilmente primo, la cual no debe 
confundirse con la dada en [8] para Weakly prime ideal. 
Definición 5.23. Sea T un ideal del anillo A, diremos que Tes 2-débilmente 
primo si T es propio y para cada a E A - T se tiene que a2 tj:. T. 
La siguiente proposición es evidente. 
Proposición 5.24. Si J es un ideal primo de A , entonces J es 2- débilmente 
przmo. 
El siguiente ejemplo nos muestra que ser 2-débilmente primo no implica 
ser pnmo. 
Ejemplo 5.25. Se verifica fácilmente que el ideal O de Z 6 es 2-débilmente 
primo y no es un ideal primo. 
Proposición 5.26. Para cada J, ideal 2-débilmente primo de S, se tiene 
que ¡p (1/J (I)) =J. 
Demostración. Basta ver que tp ( 1jJ (I)) ~ J. Sea a E tp ( 1/J (I)) , es decir, 
a E 1jJ (I) n S, entonces a E S y aS~ J. Si suponemos que a E S- J, por la 
hipótesis debe tenerse que a2 t/:. J, pero esto contradice que aS ~ J. Luego, 
a E J. D 
Notaremos 2- D (S) al conjunto de los ideales 2-débilmente primos de 
8. 
Proposición 5.27. Si J E 2- D (S), entonces ¡jJ (I) E 2- D (R). 
Demostración. Existe a E S - J y como ¡p ( 1,b (I)) = 1/J (I) n S = J, se tiene 
que a E R -1/J ( I) , de modo que 1jJ ( I) es un ideal propio de R. Tomemos a E 
R-1/J (I) , entonces existe e E S tal que ac t/:. J y puesto queJes 2-débilmente 
primo, entonces (ac) 2 = a2 c2 tj:. J. Así, a2 S C/: J y a2 tj:. ¡jJ (!). D 
Nótese además que por la Proposición 5.26, si J E 2 - D (S), entonces 
1jJ ( J) no contiene a 8. 
Proposición 5.28. Si J E 2- D ( R) y J no contiene a 8, entonces ¡p (.J) E 
2- D (S). 
98 
5.2. ALGUNAS ADJUNCIONES E NCO NTRADAS. 99 
Demostración. Existe e E 5'- J de modo que e E 5'- rp ( J) y rp ( J) es un ideal 
propio de 5'. Sea r: E 5'- rp ( J) , es decir, r: E 5' y r: tj. J n 5', de modo que r: E 5' 
y e tj. J, luego c2 E 5' - J y por lo tanto, c2 E 5' - ( J n 5') = 5' - rp ( J) . D 
Si notamos 
2- Ds (R) = { J E 2- D (R) : 5' Í 1}, 
se tiene que las restricciones rp: 2- Ds (R) -----¿. 2- D (8) y 1/J : 2- D (5') -----¿. 
2 - Ds ( R) son modismos de conjuntos ordenados tales que rp ( 1/J (!)) = I, 
para cada I E 2-D(S) y J S:: 1/J(rp(J)), para cada J E 2-Ds(R), de 
modo que se tiene el siguiente corolario. 
Corolario 5.29. El morfismos p : 2- Ds (R) -----¿. 2- D (S) es adjunto a 
izquierda de ·t/J: 2- D (8)-----¿. 2- Ds (R). 
Nota 5.30. Se tienen las siguientes afirmaciones. 
l. rp respeta extremos superiores y 1/J respeta extremos inferiores. 
2. rp : Im'ljJ -----¿. Imrp es un isomofismo de conjuntos ordenados, donde 
Imrp = 2- D (S) : el conjunto de puntos fijos de rp o 1/J. 
3. J E 2- Ds (R) es un punto fijo de tjJ o rp si se satisface que: a E R y 
aS S:: J implican a E J. 
Obtenemos también una versión de la propiedad "going-up", pero restrin-
giéndonos a los ideales 2-débilmente primos. Esta propiedad se menciona en 
la siguiente proposición y su prueba es similar a la de la Proposición 5.22 . 
Proposición 5.31. Sean S un anillo y Runa !-extensión de 5'. Si h, h son 
ideales 2-débilmente primos de S tales que h S:: h y 11 es un ideal2-débil-
mente primo de R tal que rp ( 11 ) = 11 , entonces existe 12 , ideal 2- débilmente 
primo de R, tal que 11 S:: 12 y rp (J2) = !2. 
La siguiente proposición nos muestra que la intersección es una operación 
cerrada en la colección de los ideales 2-débilmente primos de 5'. 
Proposición 5.32. Si lt es un ideal 2-débilmente primo de S para cada 
t E T , entonces n Tt es un ideal 2- débilmente primo de 5'. 
tET 
Demostración. Es claro que n lt es un ideal propio de S. Si a E S- ( n lt) 
~T tET 
entonces a tj. lt para algún t E T , de modo que a2 tj. lt para algún t E T y 
por lo tanto, a tj. n lt. D 
tET 
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Ideales seudo-primos. 
El trabajo anterior nos sugiere la noción de los ideales seudo-primos. 
Definición 5.33. Un ideal I del anillo S es un ideal seudo-primo, si I es 
propio y para cada a E S, aS <;;;; I ::::} a E I. 
Es evidente que si un anillo tiene unidad, entonces todos sus ideales pro-
pios son seudo-primos, de modo que esta noción es relevante cuando se tra-
baja con anillos sin unidad. 
Notaremos Isp (S) a la colección de los ideales seudo-primos de S. 
Proposición 5.34. Si I es un ideal 2- débilmente primo de S, entonces I 
es seudo-primo. 
Demostración. Sea a E S, tal que aS <;;;; I. Si suponemos que a E S - 1, 
entonces se tiene que a.2 E 1, pero esto contradice que 1 es 2-débilmente 
primo. Por lo tanto, a E I. D 
Puesto que en un anillo de Boole todo ideal propio es 2-débilmente primo, 
por la proposición anterior, también es seudo-primo. El siguiente ejemplo nos 
muestra que la recíproca de la proposición anterior es falsa. 
Ejemplo 5.35. Consideremos el anillo IR[x]. Como este anillo es unitario, 
todos sus ideales son seudo-primos. En particular, \x2 ) es seudo-primo pero 
no es 2-débilmente primo. Basta ver que x tj. \x2 ) , pero x 2 E \x2 ) . 
De la proposición anterior se deduce que todo ideal primo de S es seudo-
primo. Sin embargo, todo ideal seudo primo de S no es necesariamente pri-
mo, basta ver que O es un ideal seudo-primo de Z6 , que no es primo. De la 
definición de ideal seudo-primo y la Proposición 5.9 se obtiene el siguiente 
resultado. 
Proposición 5.36. 1 = tp ('1/J (1)), para cada 1 E Isp (S). 
Proposición 5.37. Si I es un ideal seudo-primo de S entonces 'ljJ ( I) es un 
ideal seudo-primo de R. 
Demostración. Como 1 = i.p ( 'ljJ (1)) , entonces 'ljJ (1) no contiene a S y por 
lo tanto, es un ideal propio de R. Sea a E R tal que a.R <;;;; 1jJ (1), es decir, 
aRS <;;;; I. Puesto que S es un ideal de R se tiene que aS <;;;; I, de modo que 
aE·¡jJ(I). D 
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N atemos además de la demostración de la propos1c10n anterior que si 
1 E Isp (S), entonces 1jJ (1) es un ideal seudo-primo de R, que no contiene 
a S. El siguiente ejemplo nos muestra que si J es un ideal seudo-primo de 
R, que no contiene a S, no se tiene necesariamente que :p ( J) sea un ideal 
seudo-primo de S. 
Ejemplo 5.38. Consideremos R = Z y S = 2Z. J = 4Z es un ideal seudo-
primo de Z que no contiene a 2Z, pero :p ( 4Z) = 4Zn2Z =4Z no es un ideal 
seudo-primo de 2Z puesto que 2 es un elemento de 2Z tal que 2.2Z S:: 4Z y 
2 tJ. 4Z. En este caso se observa que J no es un elemento de la imagen de 7/J, 
si ésta se restringe a la colección de los ideales seudo-primos de S. 
N ataremos ¡jJ s p a la restricción de 7/J a la colección de los ideales seudo-
primos de S. Por la proposición y el ejemplo anteriores, observamos que 
la imagen de 7/Jsp es un subconjunto, en general propio, de la colección de 
ideales seudo-primos de R que no contienen a S. Además, de la Proposición 
5.36 y puesto que J S:: 7/J ( :p ( J)) , para cada ideal J de R, se tiene el siguiente 
corolario. 
Corolario 5.39. Sean S un anillo y R una !-extensión de S. Si 7/Jsp es la 
restricción de ¡jJ a la colección de los ideales seudo-primos de S, entonces 
((JsP : lml/Jsp -----+ Isp (S) es adjunta a izquierda de 7/Jsp. 
La colección de ideales seudo-primos es cerrada para intersecciones, como 
lo muestra la siguiente proposición. 
Proposición 5.40. Si It es un ideal seudo-primo de S para cada t E T, 
entonces n It es un ideal seudo-primo de S. 
tET 
Demostración. Claramente n It es un ideal propio de S. Sea n. E S tal que 
tET 
aS S:: n It, entonces aS S:: It para cada tE T, de modo que a E It para cada 
tET 
t E T, es decir, a E n ft. D 
. tET 
Las siguientes proposiciones caracterizan los ideales seudo-primos y 2-dé-
bilmente primos de 2Z. 
Proposición 5.41. I es un ideal seudo-primo de 2Z si y sólo si I = 2kZ, 
donde k = O, ó k es impar, k > l. 
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Demostración. 
~) Claramente O es un ideal seudo-primo de 2Z. Sea k un entero impar mayor 
que l. 2kZ es un ideal propio de 2Z. Tomemos a E 2Z tal que a2Z ~ 2kZ, 
entonces debe tenerse que a es múltiplo de 2 y del impar k, de modo que 
a E 2kZ y por lo tanto, 2kZ es un ideal seudo-primo de 271.. 
::::} ) Basta ver que J = 2kZ, donde k es un entero par diferente de cero, no es 
un ideal seudo-primo de 271.. Si tomamos a E kZ-2kZ se tiene que a E 271. y 
a2Z ~2kZ, pero a t/:. 2kZ; luego, 1 no es un ideal seudo-primo de 271.. D 
Proposición 5.42. Si 1 es un ideal seudo-primo de 271., entonces 1 es un 
ideal 2- débilmente primo de 271.. 
Demostración. Claramente O es un ideal 2-débilmente primo de 271.. Supon-
gamos que J = 2kZ, donde k es impar, k> l. 
Sea a E 271.- 1, es decir, a= 2t + i, donde i E 2kZ y 1 ::::; t ::::; k- l. Luego, 
a2 = 4t2 + 4ti + i 2 , donde k divide a 4ti + i2 pero no a 4t2 , de modo que 2k no 
divide a a.2 . Así, a 2 E 2Z- 1 e 1 es un ideal 2-débilmente primo de 2Z. D 
Corolario 5.43. Los ideales seudo-primos y 2- débilmente primos de 271. 
coinciden. 
Ideales semi-primos. 
Consideramos ahora la noción de ideal semi-primo que se encuentra en la 
literatura. Se puede consultar por ejemplo [4 7], para ampliar la información 
sobre estos ideales. 
Definición 5.44. Un ideal J del anillo S es un ideal semi-primo, si todo 
elemento de S con alguna potencia en T, es también elemento de T. 
De la definición anterior se observa que 1 es un ideal semi-primo de S 
si y sólo si 1 = T (!)' donde T (!) = {:r: E S: .7;n E 1, para algún n E z+} es 
el radical de J. Claramente los ideales primos de 8 son semi-primos, pero la 
recíproca no se tiene. Se puede ver fácilmente que \6) es un ideal semi-primo 
de 71.12 que no es primo. 
Proposición 5.45. Para cada ideal semi-primo T de S, se tiene que tp (-tjJ ( T)) = 
J. 
Demostración. Basta ver que tp ( ~b (!)) ~ 1. Sea a E tp ( 1jJ (!)) , es decir, 
a E ·l/J (!) n S, entonces a E S y aS~ J. Luego, a2 E J de modo que a E r (!) 
y puesto que J es semi-primo, se concluye que a E J. D 
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Proposición 5.46. Si I es un ideal semi-primo de S, entonces ·1/J ( I) es un 
ideal semi-primo de R. 
Demostración. Sea a E T ( 1jJ (I))' es decir, existe n E z+ tal que a 11 E 1jJ (I). 
Puesto que a11 S ~ I y para cada .s E S se tiene que .S11 E S, entonces 
a11 s11 =(astE T, para cada sE 8. Luego, as E r(T) = T para cada sE S, 
de modo que aS ~ I y a E ·1/J (I) . D 
Proposición 5.4 7. Si J es un ideal semi-primo de R entonces rp ( J) es un 
ideal semi-primo de S. 
Demostración. Sea a E r ( rp ( J)), es decir, a E .s y existe n E z+ tal que 
a 11 E J n 8. Así, a E S y a E T ( J) = J, de modo que a E J n S = rp ( J) . D 
Notaremos Sm (R) al conjunto de los ideales semi-primos de R. De las 
proposiciones anteriores se obtiene el siguiente resultado. 
Proposición 5.48. p : S m ( R) -----¿ S m ( 8) es adjunto a izquierda de 'ljJ 
S m (S) -----* S m ( R) . 
Nota 5.49. Se tienen las siguientes afirmaciones. 
l. rp respeta extremos superiores y 'ljJ respeta extremos inferiores. 
2. rp : I ml/J -----¿ I mrp es un isomofismo de conjuntos ordenados, donde 
Imrp = Sm (S) : el conjunto de puntos fijos de rp o '1/J. 
3. J E S m ( R) es un punto fijo de ljJ o rp si se satisface que: a E R y aS ~ J 
implican a E J. 
5.2.5. Otra adjunción. 
Consideremos I ( R) el conjunto de los ideales de R y T la topología de 
Spec ( R) , ambos ordenados por la relación de inclusión. 
Definimos a ( T) = Spec1 (R) = V ( Tt, para todo TE I (R) y 
E (A)= {x E R: D (x) ~A}, 
para cada A E T. De las propiedades de los abiertos básicos D ( x) se deduce 
que e está bien definida. 
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Teorema 5.50. rY : I ( R) ---t T es adjunta a izquierda de E : T ---tI ( R) . 
Demostración. Se concluye de los siguientes hechos: 
• rY es monótona, es decir, si 11 , 12 son ideales de R tales que 11 5: 12 
entonces rY (11 ) 5: rY (12 ), puesto que claramente si J es un ideal de R 
que no contiene a 11 , J no contiene a 12 . 
• E es monótona. Sean Jl, B E T tales que J1 5: B y sea x E E (Jl). Como 
D (.7:) 5: A se tiene que D (.7:) 5: B y por lo tanto, .7: E E (B). Así, 
E (A) 5: E (B). 
• Veamos que I 5: e (rY (!)), para cada I E I (R) : Sean x E I y J E 
J) (x), entonces x tf. J y así, T% J. Luego, J E rY (T) y x E E (rY (T)). 
• Para cada J1 E T se tiene que rY (E (Jl)) = Jl. En efecto, J E rY (E (Jl)) es 
equivalente a E (A) % J. Así, existe :r: E E (A) tal que :r: tf. 1; es decir, 
existe ::r: E R tal que D (.x) 5: A y J E D ( x) , pero esto es equivalente 
aqueJE A. D 
Nota 5.51. De la última parte de la prueba del teorema anterior se observa 
que rY es una función sobre. Además se tiene que en general, rY no es inyectiva; 
basta observar que rY (!) = V (It = V (r (I)t = rY (r (!)). Recordemos que 
r (!) es la intersección de los ideales primos de R que contienen a I, es decir, 
r (!) = n V (!) . 
Proposición 5.52. Sea I un ideal de R. I = e ( rY (!)) si y sólo si I = r (!) . 
Demostración. Supongamos que T = E ( rY ( T)) , donde E ( rY ( T)) es 
{x E R: D (x) 5: V (It}. Así, x E I es equivalente a D (x) 5: V (It , es 
decir, D (.x) n V(!)= 0 y esto significa que X E nv (!) = T (!). 
Por otra parte, supongamos que I = r (!) . Entonces, :r: E E (a (!)) significa 
que D (x) 5: V (It, lo que es equivalente a x E r (!) , es decir, x E J. D 
La proposición anterior caracteriza los funtos fijos de E o rY, estos son pre-
cisamente los ideales semi-primos de R. Como consecuencia de los resultados 
anteriores se sabe que: 
l. a respeta extremos superiores y E respeta extremos inferiores. 
2. rY : S m ( R) ---t T es un isomorfismo de conjuntos ordenados. 
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Teniendo en cuenta el isomorfismo, identificamos la preimagen del abierto 
básico D (a). D (a)= V ((a) t =a ((a)), pero (a) podría no ser semi-primo. 
Como se sabe que V (!) = V ( r (!)) para cada ideal I, entonces D (a) = 
V (\a) t =V (r ((a) )t =o- (r ((a))). Luego, 
D(a) =o-((a)) =o-(r((a))). 
A continuación presentamos algunas afirmaciones con respecto a la com-
pacidad espectral de los ideales de R, que se obtienen a partir de la observa-
ción anterior. 
Teorema 5.53. Para cada a E R, (a) es un anillo espectralmente compacto. 
Demostración. Spec (a) ~ Spec(a) (R) =V ((a) t = D (a). D 
Proposición 5.54. Si I es finitamente generado entonces I es un anillo 
espectralmente compacto. 
Demostración. Supongamos que I = ({a1, ... , an}). 
Spec (I) ~ o- (I) = o- ( \i9l (ai))) = i91o- ( (ai)) = i91D (ai), puesto que o-
respeta extremos superiores. Como cada D (a) es compacto, se concluye que 
Spec (!) es compacto. D 
Lema 5.55. Si I, J son ideales de R, entonces o- (!) = o- ( J) si y sólo si 
r (I) = r ( J). 
Demostración. En primer lugar, o- (I) = o- ( J) significa que V (It = V (Jt, 
es decir V(!)= V (J). Así, r (!) = nV (!) = nV (J) = r (J). 
Por otra parte, o- (T) = V (Tt = V (r (T)t = V (r (I)t = V (Jt =o- (J). 
D 
Proposición 5.56. Sea I un ideal de R. I es espectralmente compacto si y 
sólo si r (!) es el radical de un ideal finitamente generado. 
Demostración. I es espectralmente compacto si y sólo si Spec (!) ~ Spec1 (R) 
es compacto. Puesto que Spec1 (R) es abierto, se tiene que Spec1 (R) = 
D(al) U ... U D(a11 ). Así, o-(I) = Spec¡(R) = o-((al)) U ... Uo-((an)) = 
o- ( \i9l (ai))) , puesto que o- respeta extremos superiores. Esto es equivalen-
te a que r (I) = T ( \i9l (ai))) = r (({a1, ... , a11 })). D 
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Problemas abiertos 
Aunque en el desarrollo de esta tesis hemos logrado dar respuesta a todos 
los interrogantes que nos planteamos desde el principio, durante el camino 
fueron surgiendo nuevas preguntas, algunas de las cuales siguen aún sin res-
puesta. Sería interesante que algunas de ellas dieran origen a nuevos trabajos 
en este tema. 
l. Al comenzar este trabajo sabíamos que un anillo de Boole es espectral-
mente compacto si y sólo si tiene unidad. En el Capítulo 4 logramos 
ampliar la clase de anillos que tienen esta propiedad, a la clase de los 
anillos regulares de von N eumann (conmutativos). Sin embargo, no sa-
bemos si esta clase de anillos se puede ampliar aún más. Es decir, ¿cómo 
se caracterizan algebraicamente todos los anillos que son espectralmen-
te compactos si y sólo si tiene unidad? 
2. Todo anillo unitario tiene espectro primo compacto; sin embargo, si el 
anillo no tiene unidad, no necesariamente su espectro es no compacto. 
Como se mencionó en el numeral anterior, se sabe que en el caso de los 
anillos de von N eumann, la ausencia de unidad implica la no compaci-
dad de su espectro primo, pero esto no se tiene en general. Por ejemplo, 
2Z es un anillo sin unidad que tiene espectro compacto. En el Corolario 
3.46 del Capítulo 3 se establece un criterio para determinar si un anillo 
es espectralmente compacto. Este criterio depende de dos condiciones: 
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la primera, que el subconjunto de ideales primo-maximales del espec-
tro primo del anillo sea compacto y en segundo lugar, que todo ideal 
primo de dicho anillo esté contenido en un ideal primo-maximal. En 
algunos casos este criterio no es de mucha utilidad para determinar si 
un anillo dado es o no espectralmente compacto, porque el problema 
original se traduce en otros igualmente complicados. Lo mismo ocurre 
con el criterio encontrado en la Proposición 5.56 del Capítulo 5. ¿Es 
posible encontrar otra forma (más práctica) de caracterizar los anillos 
que son espectralmente compactos? 
3. El Capítulo 3 está dedicado básicamente al estudio de las nil-compacta-
ciones del espectro primo de un anillo. Aunque las nil-compactaciones 
son objetos topológicos, hemos llegado a ellas a través de un proceso 
algebraico. Sería muy interesante poder encontrar una caracterización 
topológica de las nil-compactaciones. La pregunta que aún no hemos 
resuelto es, ¿qué proceso topológico se le hace a 8per: (A) para compac-
tarlo, de manera que la compactación obtenida sea un espacio espec-
tral? 
4. En el Capítulo 4 dedicamos el estudio a los anillos regulares de von 
N eumann. Vimos que cuando estos anillos son de característica no nu-
la n, la I -extensión unitaria obtenida a través del funtor Un es de 
nuevo un anillo de von Neumann. Como consecuencia, las compacta-
ciones que obtenemos con esta construcción resultan ser de Hausdorff. 
En particular, son compactaciones estelares por un número finito de 
puntos, número que está completamente determinado por la descom-
posición característica del anillo. A partir de este desarrollo surgen dos 
interrogantes: 
a) ¿Cómo describir algebraicamente los anillos A de característica 
n = pr1 .. . p~", donde los p; son primos distintos, tales que la 
Un-nil-compactación de Spec (A) es una compactación de Spec (A) 
por exactamente m puntos? Nótese que esto ya se respondió en 
el caso de los anillos de von N eumann, pero falta responderla en 
general. 
b) En el caso de los anillos de von N eumann de característica cero, 
la I -extensión obtenida a través del funtor U0 no es de nuevo 
un anillo de von N eumann y tampoco podemos hacer uso de la 
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descomposición característica del anillo. ¿Es posible caracterizar 
las nil-compactaciones de los anillos regulares de von N eumann de 
característica cero? 
5. En la Sección 4.4 se presenta una manera de construir una I -extensión 
unitaria y de von N eumnn de un anillo de von N eumann dado. Existe 
en la literatura (ver por ejemplo [27], [49], [53], [61]) un procedimien-
to para asociar a cada anillo unitario R un anillo de von N eumann 
unitario, al que nos referiremos como T ( R) . Este procedimiento es 
funtorial y satisface una propiedad universal. Si partimos de un ani-
llo de von Neumann A, no necesariamente unitario ¿es T (U0 (A)) una 
T -extensión unitaria y de von Neumann de A?, ¿qué relación existe en-
tre el anillo T (U0 (A)) y el anillo encontrado en la Sección 4.4? Aunque 
hemos trabajado un poco en estas preguntas, aún no hemos encontrado 
respuestas satisfactorias al respecto. 
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